1 Trigonometrické Fourierovy rady

Systém funkci
1 CcoSNT sinnz

/727_(_7 ﬁ ) ﬁ 9
tvorf iplnou ortonormélni mnozinu v prostoru L?([—m,7]) (pro funkce s real-

nymi i komplexnimi hodnotami). Obdobné& pro komplexni L?([—m,]) pouZit
systém

néeN

e
, neiz
V2T "
Pro f € L?([—n,n]) poloZime
1 (7 1 [7 1 [7 .
ag = — f@)dt, a,=-— f(t) cos(nt) dt, b, = 7/ f(t)sin(nt) dt, n € N.
T ) . o T .

a pro x € [—m, ]
a n
sn(x) = ?0 + Z ay, cos(kx) + by sin(kx).
k=1
Véta 1 (o stejnomérné konvergenci Fourierovy fady). Necht [ je 2m-periodickd
spojitd funkce, kterd je po ¢dstech spojité diferencovatelnd. Potom

o0
1. Z |an| + |bn| < oo,
n=1

2. sp, = f na (0,27

Poznamky a priklady. 1. Pro obecnou periodu L > 0 pracujeme s ortogo-
ndlni systémem
2mnx . 2mnx

1, cos , sin , neN
L L

2. Pokud je f lichd, plati a,, = 0, n € Ny, pokud je f sudd, plati b, = 0,
n € N.

3. Prototyp Fourierovy fady pro nespojitou funkci: necht g je 2w-periodickd
ag(x)=2,xz¢c(—mm), potom

o

g(x) ~ Y (1)

n=1

ni1SinnT
—

Dadle

(a) Fada konverguje bodové k primeéru jednostranngch limit (na R),

(b) Fada konverguje lokdlné stejnomeérné na (—m, 7).



4. (véta o konvergenci Fourierovy fady k priméru) Necht f je 2m-periodickd
funkce, kterd je po éastech spojité diferencovatelnd. Potom

2

flzH)+f(z—
(a) sp — fat)+f@=) )2 )

loc

(b) pokud je f spojitd na («, B), potom s, = f na (a, B).

2 Funkce komplexni proménné

2.1 Cauchy-Riemannovy rovnice a jejich disledky

Definice 2 (Cauchy-Riemannovy rovnice a komplexni derivace). Necht f : C D
A — C je funkce ve tvaru f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y), 2 =a+bi € A a necht
existuje 6 > 0, Ze U(z,d) C A. Derivaci funkce f v bodé z definujeme jako

o) =t T = FC)

w—rz w —z
je-li limita napravo definovina. Pokud existuji Vu(a,b) a Vv(a,b), potom rov-

nice
ou ov ou ov

%(a’b) = @(a’b>7 871/(0‘71)) = 7%(0‘7[))’ (1)

nazgvdme Cauchy-Riemannovymi rovnicemsi (funkce f v bodé z).

Necht Q) C C je oteviend. Potom funkci f : Q — C zazveme holomorfni
(na Q1) pokud ve vSech bodech z € Q) existuje f'(z). MnoZinu viech funkci holo-
morfnich na Q budeme znacit H(Q).

Lemma 3 (tvar komplexni derivace). Necht f: C D> A — C je funkce ve tvaru
flz+iy) =u(z,y) +iv(x,y), 2 =a+bi € A a necht ezistuje f'(z). Potom plati

o Ou Qv dv, . du
f (Z) - %(avb) +7’%(a7b) - ay(a7b) Zay (avb)'

Specidlné, dané parcidlni derivace existufi a pro f v bodé z plati Cauchy-Riemannovy
rovnice.

Véta 4 (Cauchy-Riemannovy rovnice a komplexni derivace). Necht f : C D
A — C je funkce ve tvaru f(z +iy) = u(z,y) + v(x,y), z=a+bi € A a necht
existuje 6 > 0, Ze U(z,8) C A. Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. f'(2) existuje,
2. u a v maji totdlni diferencidl v (a,b) a plati (1).

Poznamky a priklady. 1. Pro komplexni derivaci plati stejnd pravidla pro
soucet, soucin, podil a skliddni jako zndme z R.

2. e Polynomy a maji komplexni derivaci na celém C.



e Raciondlni funkce magi komplezni derivaci na celém svém defini¢nim
oboru (tedy mimo nulové body jmenovatele).

e Funkce definované mocninnou fadou maji komplexni derivaci uvniti
kruhu konvergence.

Vsechny tyto derivace lze spocitat podle vzorecki, které zndme z R.

3. Je-li f =u+iv e H(Q), potom jsou funkce u i v harmonické (na )
chdpané jako podmnozina R?), tedy plati Au = Av = 0.

Pro z € C definujeme

> Pl i
e’ = —, sinz = —1)"———, cosz= 1"

P 1’ K
= n! o (2n 4+ 1)! = (2n)!
) o 22n+1 o0 2271
sinh z = ;m, coshz = HZ:O W

2.2 Krivkovy integral v C
Budeme uvazovat kiivky v : I — C, kde I je interval. Tedy
V() = p(t) + (1)
pro n&jaké funkce ¢, : I — R. Jeji derivaci v/(¢) definujeme jako
V() = ¢'(t) + i (2).

Vsechny typy kiivek (C2, regularni, prosté,...) definujeme alalogicky jako v R2.
Stejné tak i délku kiivky.
Pro funkci f : [a,b] = C, f = u + iv definujeme integral

/abf:/abu—i-i/abv.

Definice 5 (kiivkovy integral v C). Necht~ : I — C je kfivka a f : CD A — C
je definovand na (v). Potom definujeme integrdl z f pres kifivku v jako

sz/j(fov)v’,

pokud md integrdl napravo smysl (jako Lebesgueiiv, pFipadné ale i Newtoniv).

Ktivkovy integral v C jako kiivkovy integrél 2. druhu: je-li f = u+wvi, potom

[yf:[/(%—v)gs—i—i/v(v,u)-zg,

je-li integral nalevo definovan.



Lemma 6 (odhad kiivkového integralu). Plati

Aﬂ<4wm»amf@»

Z2€(7)

Definice 7 (primitivni funkce). Necht Q2 C C je oteviend a f,F : Q — C jsou
funkce. Funkci F' nazveme primitivni funkci k f na Q, pokud plati

F'(z) = f(z), z€eq.

Lemma 8 (vypocet kiivkového integralu pomoci primitivni funkce). Necht 2 C
C je oteviend, F je primitivni funkci k f na Q, f je spojité na Q a~ : [a,b] — Q
je po cdstech hladkd kFivka. Potom

/fzﬂwm—Fww>

Definice 9 (kiivkova souvislost). Mnozinu A C C nazveme kiivkové souvislou,
pokud pro kaZdd a,b € A existuje spojitd krivka v : [, 8] = A, pro kterou plati

V(@) =a ay(B) =b.
Oblasti budeme nazijvat otevienou krivkové souvislouw mnozinu.

Véta 10 (o existenci primitivni funkce). Necht 2 C C je oblast a f : Q — C je
funkce, potom ndsledugjici podminky jsou ekvivalentni:

1. f md na Q primitivng funkci
2. /f = /f, pro libovolné dvé kifivky v : (a,b) = Q, k : (o, ) = Q, pro
¥

kterép la;z"y(a) = k(a), y(b) = k(B).

Véta 11 (Cauchyho). Necht Q2 C C je oteviend a 09 lze popsat jako prostou,
po &istech requldrni a C* k¥ivku . Necht ddle Q C A a f € H(A), potom

szo.

Véta 12 (Cauchyho vzorec). Necht f € H(2), r >0 a U(a,r) C Q. Potom pro

kazdé z € U(a,r) plati
_ 1 f(w)
1) = 2w [Yr w—z dw

kde ~,(t) = a +re't, t € [0, 27].

Véta 13 (holomorfni funkce jako mocninné fada). Je-li f € H(R2), z € Q,
r>0aU(z,r)CQ, potom

f(z)= nio: (217” [yr (wji(:]))nﬂ dw) (z—a)", zeU(z,r),



specidlné
!
iy [ S
77 271 [H (w — z)nH1 w,
kde v, (t) = z +re, t € [0,27], 0 < r < R.
Definice 14 (Laurentova fada). Laurentovou Fadou se stfedem a € C nazgjvdime

formdlni fadu
o0

> el-ap @)
n=—oo
oo —1
Radu Z cn(z—a)” pak nazgvdame jeji requldrni ¢dsti a Fadu Z cn(z—a)" =
n=0 n=-—0oo

oo
Z c_n(z —a)™" jeji hlavni cdsti. Rikdme, Ze Laurentova_iada (2) konverguje
n=1

(17 bodé z), pokud (v z) konvergugi jeji reguldrni i hlavni cdst.

o0

Je-li R € [0, 0] polomér konvergence mocninné fady Z en(z—a)" ape
n=0
o0
[0, 0] polomér konvergence mocninné Fady Z c_pz". Polozme R = %. Potom
n=1
o0
Laurentova fada Z cn(z — a)™ konverguje na mnozing
n=-—oo

U(a,r,R)={2€C:r <|z—a| <R}

Véta 15 (holomorfni funkce jako Laurentova fada). Necht'r, R € [0,00] a f €
H(U(a,r, R)), potom plati

0= % (g [ @G iv) e -or seviann,

kde . (t) = a + pe't, t € [0,27], r < p < R.
Vyuziti Laurentovych fad k vypoctu Fourierovych fad: necht 0 < ¢ < 1

a fe HU(@,1—¢,14+¢)) s Laurentovou fadou Z cnz". Potom pro (27-
n=-—oo

periodickou ) funkci ¢ : t — f(e®), t € R plati

n—=——oo n—=——oo




2.3 Komplexni logaritmus a obecnid mocnina

Véta 16 (o inverzni funkci k holomorfni funkci). Necht f € H(U(z,7)) a
f'(z) # 0. Potom je na okoli z funkce f prosti a f=' je holomorfni na okoli

B , R . —1yr N
w = f(z). Navic plati (zndmy vzorecek) (f~7) (w) = FTw)
Pro z € C\ (—o0,0] (nebo i z € C\ {0}) mizeme definovat

log z = log |z| + i arg 2.

Dostaneme tak inverzni funkci k funkei e?|y, kde U = {z+iy € C:y € (—m,7)}
(resp. pro {z + 1y € C : y € (—m,n|}). Této funkei se ¥ika hlavni hodnota
logaritmu.
Obecnou mocninu pak definujeme (stejné jako v R) predpisem z® = e®108(2),
Logarirmuse ale muzeme definovat i jako primitivn{ funkci k % Pouzijeme
nésledujici obecnéjsi verzi Cauchyho véty: Necht Q2 C C je jednoduSe souvisla
oblast. Potom pro kazdou zavienou C! k¥ivku v spliujici (y) C  a funkci

f e H(Q) plati
[r=0
.

Potom pro kazdou  C C\ {0} jednoduSe souvislou oblast splijici 1 € Q
existje funkce log, € H(2)

1. elo%e? =z 2 eQ,

2. existuje 6 > 0, Ze logy =logna (1—6,1+d) CRcCC.

2.4 Klasifikace singularit

Definice 17 (singularity holomorfnich funkei). Rékdme, Ze funkce f md v bodé
a

¢ izolovanou singularitu, pokud existuje r > 0, Ze f € H(U(a,0,7)) (a
(o]

tedy md na U(a,0,r) Laurentovy Fadu S = Z en(z—a)")
n=—oo
e odstranitelnou singularitu, pokud md v a izolovanou singularitu a S

md nulovou hlavni édst,

e pol, pokud md v a izolovanou singularitu a hlavni édst S md jen konecné
nenulovijch cland, nejoyssi n € N spliiugici c_,, # 0 nazjvdme jeho nd-
sobnostt

e podstatnou singularitu, pokud md v a izolovanou singularitu a hlavni
éist S md nekonecné nenulovijch clenii.

Z definice typu singularit okamzité vyplyvé:



e mé-li f v z odstranitelnou singularitu, potom lze f holomorfné rozsifit na
okoli z,

e méa-li f v z pol nasobnosti k, potom existuje okoli U(z, p) a g € H(U(z, p)),
g(Z) 7é Oa zZe f(w) = (58‘;))7&7 w e U(Z,p)

Véta 18 (charakterizace typu singularit). Necht f md v bodé z izolovanou
singularitu, potom je ekvivalentni

1. f md v z odstranitelnou singularitu,

2. IIULmZ f(w) emistuje (vlastni),

3. f je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu z.
Dale je ekvivalentni

1. f md v z pdl,

2. lim f(w) = 0.

w—z
Nakonec je ekvivalentni

1. f md v z podstatnou singularitu,

2. pro kazdé dostatecne malé p > 0 plati f(U(z,0,p)) = C.

Poznamky a piiklady. o (koien a mdsobnost koienu) Necht f je holo-
morfni na okoli bodu a a n € N, potom tikdme, Ze f md f a kofen ndsob-
nosti n, pokud

f®@)=0, k=0,....,n—1, fM™(a)#£0.

Plati nasledujici: f md v bodé a pdol nasobnosti k prdavé tehdy, kdyz % md
(po dodefinovdni hodnotou 0 v a) v bodé a koten ndsobnosti k.
e (Picardova véta) Pro podstatné singularity plati dokonce ndsledugjici sil-

néjsi turzeni: md-li f v a podstatnou singularitu, potom pro kazdé dosta-
tecné malé p > 0 obsahuje mnozina C\ f(U(z,0,p)) nejuyse jeden bod.

Definice 19 (reziduum). Necht f md v bodé a izolovanou singularitu a Lau-
oo

rentovu Fadu S = E cn(z —a)"™, potom koeficient c_1 nazgvdime reziduem

n=—oo

f v bodé a (zn. Res(f,a)).

Véta 20 (reziduova véta). Necht N € N, Q C C je oteviend a 99 lze popsat
Jjako kladné orientovanou, prostou, po cdstech reguldrni a C! krivku . Necht
ddile ay,...,ay €Q, QCAa fe H(A\{a,...,an}), potom

N
/f = ZWiZRes(f,an).
Y n=1



Véta 21 (o vypoctu rezidui). Plati

1. md-li f v bod€ a odstranitelnou singularitu, potom Res(f,a) =0,

[f(z)(z - a)“} "

2. md-li f v bodé a pdl ndsobnosti nejuyse n, potom Res(f,a) = lim =1

zZ—ra
3. jsou-li f a g holomorfni na okoli bodu a a g(a) = 0, ¢’(a) # 0, potom

Res(f,0) = £23,

4. je-li f holomorfni na okoli bodu a a g md v a pdl ndsobnosti 1, potom
Res(fg,a) = f(a)Res(g,a).

Poznamky a priklady. 1. (lemma o obchdzeni pélu) Necht f md v bodé a
pdl ndsobnosti 1, 0 < oo < f < 2m a7y, : [a,5] - C, 0 < p <71 je
definovdna jako v, : t — a + pe't. Potom

lim / f=(—- i
Yo

p—0+

2. (Jordanovo lemma) Necht R > 0 a f je spojitd vzhledem k mnoZiné A =
{reC: Imz) >0,|2|l >R}, k>0a~,:[0,7n] > C, R < p je
definovdna jako v, : t — pe'. Oznacme

M, = max{|f(z)| : z € (y,)}
Necht plati aplespori jedna z podminek
e k=0apM,— 0, p— oo,
e k>0aM,—0, p— o0,
potom lim / e f(z)dz = 0.
p—>00

Yo
Analogické tvrzeni plati i pro dolni polorovinu.

3 /m;d _2
) Tgam T =3

> 1 T

. —— dx = — (pozor, integrdl existuje jen ve smyslu hlavni hod-

4/_ool+x3 \/g(p , integ je j y
noty).

Definice 22 (singularity a reziduum v nekonetnu). Rikdme, Ze komplexzni funkce
f mad v nekoneénu

¢ izolovanou singularitu, pokud f € H(U(0,r,00)) pro néjaké r > 0

e odstranitelnou singularitu, pokud md f(%) odstranitelnou singularitu
v 0,



e pol ndsobnosti n, pokud md f(%) pdl ndsobnosti n v 0,
e podstatnou singularitu, pokud md f (%) podstatnou singularitu v 0.

Mad-li f v nekonecnu izolovanou singularitu, potom definujeme reziduum f

v nekonecnu jako

1
Res(f,0) = ——/ f(z)dz,
Yo

2mi

kde v,(t) = pe', t € [0,27] a p > 0 dostatecné velké (podle Cauchyovy véty
vime, Ze hodnota nebude zdviset na p).

Poznamky a p¥iklady. 1. Je-liY.> ¢,2" Laurentova iada f na U(0,r, co),
potom Res(f,00) = —c_1.

2. Plati Res(f,00) = —Res <f (i) ZIQ,O).

3. Je-li f € H(C\ {ay,...,a,}) potom Res(f,o0) + ZRes(f, ar) =0
k=1

»6

T T

4. Nékteré integrdly spocitdme snadnéji s pouZitim rezidua v oo - /
4 ¥
2mi, kde () = 3e", t € [0, 27].
2.5 Teoretické dtisledky Cauchyova vzorce a Caychyovy

véty

Véta 23 (Liuvillova véta (zobecnénd)). Necht f € H(C), N € N a ezistuje
C >0, #e max|,—g |f(z)| < CRY, R > 0, potom f je polynom stupné nejuyse
N. Specidlne, je-li |f| omezend na C, potom je f konstantni na C.

Véta 24 (zakladni véta algebry). Necht P je polynom stupné alespoti 1, potom
P md koten v C.

Véta 25 (o jednozna¢nosti pro holomorfni funkce). Necht Q C C je oblast,
fLge HR) a N={z€Q: f(z) =0}, M ={z€Q: f(z) =g(z)}. Potom

1. md-li N v Q hromadng bod, potom f =0 na
2. md-li M v Q hromadny bod, potom f = g na Q.

Reformulaci Cauchyova vzorce pro kruh dostaneme tzv. vétu o pruméru: je-li
feH),z=a+bieQalU(z,r)CQ, potom

1) = 5 [ T
Y

kde f(z,y) = f(z+iy) ay(t) = (a+7rcost,b+rsint) (integral napravo chapeme
po slozkach jako k¥ivkovy integral 1. druhu), otdud jiz snadno dostaneme:




Vé&ta 26 (princip maxima modulu). Necht f € H(Q) a |f| nabyvd globdlniho
mazxima vzhledem k Q. Potom f je konstanini na 2.

Véta 27 (Morerova (pro obdélniky)). Necht Q) C C je oteviend a f je komplezni
funkce spojitd na 2. Necht navic plati

Af=&

kdykoliv je v uzav¥end prostd a po &istech C1 a (y) C Q je obdélnik. Potom
fe H(Q).

Poznamky a priklady. 1. Morerova véta plati i pro jiné systémy kiivek
neZ obdélniky (trojihelniky, uzaviené po édstech C* krivky).

2. Jednim z dusledki Morerovy véty je ndsledujici véta o nalepovdni: necht
Q C C je otevirend, f je spojitd na Q a p je piimka. Pokud f € H(Q\ p),
potom f € H(Q).

3 Fourierova transformace

Definice 28 (Fourierova transformace). Fourierovou transformaci funkce f :
R? — C budeme nazjvat funkci F(f) : R? — C definovanou predpisem

FHO = [ fla)emtde, £ R,

inverzni Fourierovou transformaci funkce f : R4 — C pak budeme nazjvat funkci
FYUf) :RY — C definovanou piedpisem

FANE = [ Sy ar,
R
(v obou pFipadech za piedpokladu, Ze itegrdly vpravo maji na R? smysl)

Poznamky a p¥iklady. 1. PouZivaji se i jiné (velmi podobné) definice Fou-
rierovy tansformace, naptiklad

1
(2m)? Jpa

(z)e™ ¢ da,

1 —iw-&
(27r)% /Rd f(z)e dz,

ale i dalsi.
2. Pouzivd se rovnéZ zkricené znaceni F(f) = f a FX(f) = f
3. Pro f € Ly plati:

o IF(OI<IIfll1, £ €RY,
. fe CO(Rd), tj. fje spojitd (dokonce stejnomérné) a lim f({) =0,

|€]—o0

10



o je-li g(x) = f(z+y), potom §(§) = e*™VEf (),

o jeli g(x) = fax), a #0, potom §(&) = Haf (£).
Definice 29 (konvoluce). Konvoluci funkei f,g : R? — R(C) nazivime funkci
fxg:R?— R(C) definvanou jako

fro@ = [ fw=vats) dy. @R

(md-li integrdl napravo na R? smysl).

Poznamky a priiklady. 1. Jsou-li f,g € Ly, potom fxg € Ly (plati i odhad
[lf*glli < Ifllillgll1). Md tedy smysl psat f,4 i f*g, pro které navic plati
frg9=13.

2. Pro f(z) = e~"1" plati F(f) = f = FL(f).

Definice 30 (prostory S(RY) a D(R?)). Pro d € N definujeme Schvartziv
prostor S(RY) jeko prostor viech funkci f € C(R?) pro které plati

1fllas = sup [[z*D” f(x)]| < oo,
zERC

pro kazdou dvojici multiindezi o a 3.
Rikdme, Ze posloupnost {f,} C S(R?) konverguje k funkci f € S(R?) ve

Scharzové prostoru (f, 5 f), pokud plati
fn = fllas =0, n— o0,

pro kazdou dvojici multiindexi o a B. Dile definujeme prostor D(R?) jeko pro-
stor viech funkci f € C=(R?) pro které plati

supp f = {z : f(z) # 0}
je kompaktni podmnoZina RY.

Poznamky a piiklady. 1. PlatiD(R?) C S(RY) C L}(RY), e~ I*I” € S(R?)\
D(RY)

2. Pro f,g € S(R?), P polynom, a,b € R(nebo C) a o multiindex plati

af +bg, Pf, fg, D*f, f x g € S(RY).

3. Pro f € S(RY) a a multiindex plati D/\O‘f(f) = (i2mE)™f(€).

4. Pro f € S(RY) plati f € C®(RY), je-li & multiindex, potom Df(&) =
F((—i2ma)® f(2))(€)

Véta 31 (Fourierova transformace na S(R%)). Necht f € S(R?), potom

11



1 F(f), FH(f) € S®RY),
2. FHF() =1
Na S(R?) i L(R?) plati

[ 1701 = [#(he. [ 1770 = [ 70

to dava moznost definovat vzorecek F~1(F(f)) = f pro funkce f € L' pro které
plati F(f) € L'.

Zde vyuzijeme nasledujici fakt: pokud pro f € L plati [ fo = 0, pro
véechny ¢ € S(R?) , potom f = 0.

3.1 Fourierova transformace na L*(R?)

Je zalozena na nasledujich faktech:

L. pro f € S(R?) plati || f|l2 = [|F(f)ll2 = [IF~ (NI,
2. prostor S(R?) je husty v L?(RY),
Volme f € L2(R9). Je-li {f,} € S(R?) a ||f,, — f|l2 — 0. Potom je posloup-

nost {F(f.)} cauchyovskd v L2(R%). Protoze je L%(RY) tuplny, ma {F(f.)}
limitu, kterou oznac¢ime F(f). Obdobné pro F~1.

Poznamky a priiklady. 1. pro f € L? plati

FD© = Jim [ - jwe

FH(f)() = Jim f()e*re
= JU(0,R)

2. takto naptiklad spocitime F(757)(§) = —im sgn(&)e 2l

Nakonec jsme si ukazali, jak za pomoci Fourierovy transformace resit PDR
(na piikladu rovnice %{ —Af=0).

4 Teorie distribuci

Definice 32 (prostory D(Q) a D'(£2)). Pro Q C R? otevienou definujeme D(S2)
(prostor testovacich funkci na Q) jako prostor viech (redlnych ¢i komplexnich)
funkei f € C®(Q) s kompaktnim nosicem (tj. supp f = {x € Q: f(x) # 0} je
kompaktni podmnoZina Q).

Rikdme, Ze posloupnost {¢,} C D(Q) konverguje k ¢ € D(Q) v prostoru

D(Q) (znacime oy, P @) pokud existuje K C ), Ze
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1. supp , C K pro vSechnan € N a suppp C K,
2. D%p,, = D%p pro kazZdy multiindez «.

Prostor D'(Q)) definujeme jako prostor vSech linedrnich zobrazeni (funkci-
ondli) T : D(Q) — R(C), kterd jsou spojité v ndsledujicim smyslu: pokud

©n P) ©, potom T(p,) = T(p), n — oo. Funkcidndly patiici do D' (Q) nazy-

vdme distribuce na 2.

Poznamky a piiklady. 1. Podminka T(p,) — T(p) kdykoliv ¢, Py v je
(diky linarité) ekvivalentni podmince T(p,) — 0 kdykoliv oy, ey,

2. Misto T(¢) budeme casto psdt (T, p).
3. Pro f € L, .(Q) (tedy f € L*(K) pro kazdij kompakt K C Q) definujeme

loc
distribuci Tr(¢) = [ feo.
Obecnéji pro kaZdow Radonovu miru p mizeme definovat distribuci T, () =
[ wdp.

Jesté obecnéji pro o multiindex je ¢ — [ D% du distribuce.

4. Zdkladnim prikladem distribuce reprezentujici miru je Diracova distribuce
v bodé b € R definovand jako Ty, (o) = [ f db, = p(b).

5. Pro funkci f majici integrdl ve smyslu hlavni hodnoty miZeme definovat
& odpovidagici distribuci Ty, . f(¢) = pv. [ fo. Napiiklad

s = [ gy ([ [T [ ete) o)

—00

4.1 Zakladni operace na distribucich

Definice 33 (posunuti, skilovani, derivace a nasobeni funkci v D’(Q2)). Pro
T € D'(Q) definujeme
1. posunuti T o a € R? jako (1,T,¢) = (T,7_ap), kde To0(z) = o(z + a)
(pouze pro 1 = R%),

2. skdlovini T koeficientem X > 0 jako ()T, ) = (T, 335

o(A\z) (pouze pro Q =R?)

@), kde sxp(x) =

1
X

3. derivaci T vzhledem k multiindezu o jako (DT, p) = (T, (—1)l*IDyp),
4. nasobeni T funkci h € C*°(QY) jako (hT, ) = (T, he).
Poznamky a priklady. 1. Platiz0 =0 a 2T, , 1 = 1.

2. Necht h = X[0,00). Potom (T},)" = 6 a obecnéji

(1) ™Y, 0) = (DM, ) = (=1)* ™ (0).
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Definice 34 (konvergence v D'(Q0)). Rikime, Ze posloupnost {T,,} C D'(Q)

konverguje v prostoru D' () (nebo také konverguje slabé) k distribuci T € D' (Q),

pokud pro kazdé ¢ € D(Q) plati T,,(¢) — T(p), n — co.

Poznamky a piiklady. 1. Je-li f € C'(R\{a}), f' € L. a ezistuji f(ax)
vlastni. Potom (T¢) = (f(a+) — f(a—))0a + Tyr.

2. Pro f(z) =log|z| plati

(Tf), = Tiu.p.%’ <(Tf)//7 <P> = —p.v./

— 00

= p(x) = ¢(0)
x? '
3. Pro fn, =nxp,1) plati Ty, — 9.

4. ProT

1= lim T 1 platd
TEO T 04  FEE

Tzilio = Tv_p% + imo.
4.2 Temperované distribuce, Fourierova transformace, kon-
voluce

Definice 35 (prostor S’(R?) a Fourieova transformace na ném). Prostor S’(R%)

definujeme jako prostor vsech linedrnich zobrazeni (funkciondli) T : S(R?) —
d

R(C), kterd jsou spojitd v ndsledujicim smyslu: pokud ¢, S(E ) ©, potom T (o) —

T(¢), n — oo. Funkciondly patiici do S'(R?) nazjvime temperované distribuce

na R,

Je-li T € S'(R?) potom definujeme Fourierovu transformaci T (zn. F(T))
jako (F(T), ) = (T, F(p)) a inverzni Fourierovu transformaci T (zn. F~Y(T))
jako (F~HT),¢) = (T, F 1 (p)).

Poznamky a pi¥iklady. 1. Plati L'(R?) € S'(R?) C D'(RY). NapFiklad pro
f(z) = e*” plati Ty € D'(RY) \ §'(RY).

2. Na S'(R?) miizeme definovat operace posunuti, skdlovdni, derivace a nd-

. . - . / d . - - . -

sobent funkci stejné jako na D' (R%), jediné u posledniho se musime omezit
pouze na funkce majici nejuijSe polynomidlng rist v nekonecnu.

3. Pro T € 8'(RY) opét plati F~Y(F(T)) = F(FXT))=T.
4. Pro fo(z) = €™ plati F(T}y,) = 0q.
5. F(cos(2max)) = 3(84 +6-a), a € R.

6. F(ePly = (T) e_“;zmz, A#0.

Definice 36 (konvoluce prvki S(R?) a S'(RY)). Konvoluci ¢ € S(R?) a T €
S"(RY) definujeme jako (p * T, ¢) = (T, Rp(x) * @), kde Rp(x) = p(—x).

Poznamky a priklady. 1. ox6=1T,,
2. Flo*T)=F(p)F(T), Fp*T)=F o) F UT).
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