
1 Trigonometrické Fourierovy °ady

Systém funkcí
1√
2π
,

cosnx√
π

,
sinnx√

π
, n ∈ N

tvo°í úplnou ortonormální mnoºinu v prostoru L2([−π, π]) (pro funkce s reál-
nými i komplexními hodnotami). Obdobn¥ pro komplexní L2([−π, π]) pouºít
systém

enx√
2π
, n ∈ Z.

Pro f ∈ L2([−π, π]) poloºíme

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(t) dt, an =

1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt) dt, bn =

1

π

∫ π

−π
f(t) sin(nt) dt, n ∈ N.

a pro x ∈ [−π, π]

sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx).

V¥ta 1 (o stejnom¥rné konvergenci Fourierovy °ady). Nech´ f je 2π-periodická
spojitá funkce, která je po £ástech spojit¥ diferencovatelná. Potom

1.
∞∑
n=1

|an|+ |bn| <∞,

2. sn ⇒ f na [0, 2π].

Poznámky a p°íklady. 1. Pro obecnou periodu L > 0 pracujeme s ortogo-
nální systémem

1, cos
2πnx

L
, sin

2πnx

L
, n ∈ N

2. Pokud je f lichá, platí an = 0, n ∈ N0, pokud je f sudá, platí bn = 0,
n ∈ N.

3. Prototyp Fourierovy °ady pro nespojitou funkci: nech´ g je 2π-periodická
a g(x) = x

π , x ∈ (−π, π), potom

g(x) ∼
∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx

n
.

Dále

(a) °ada konverguje bodov¥ k pr·m¥ru jednostranných limit (na R),
(b) °ada konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na (−π, π).
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4. (v¥ta o konvergenci Fourierovy °ady k pr·m¥ru) Nech´ f je 2π-periodická
funkce, která je po £ástech spojit¥ diferencovatelná. Potom

(a) sn → f(x+)+f(x−)
2 ,

(b) pokud je f spojitá na (α, β), potom sn
loc

⇒ f na (α, β).

2 Funkce komplexní prom¥nné

2.1 Cauchy-Riemannovy rovnice a jejich d·sledky

De�nice 2 (Cauchy-Riemannovy rovnice a komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃
A→ C je funkce ve tvaru f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´
existuje δ > 0, ºe U(z, δ) ⊂ A. Derivaci funkce f v bod¥ z de�nujeme jako

f ′(z) = lim
w→z

f(w)− f(z)

w − z
,

je-li limita napravo de�nována. Pokud existují ∇u(a, b) a ∇v(a, b), potom rov-
nice

∂u

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b),

∂u

∂y
(a, b) = −∂v

∂x
(a, b), (1)

nazýváme Cauchy-Riemannovými rovnicemi (funkce f v bod¥ z).
Nech´ Ω ⊂ C je otev°ená. Potom funkci f : Ω → C zazveme holomorfní

(na Ω) pokud ve v²ech bodech z ∈ Ω existuje f ′(z). Mnoºinu v²ech funkcí holo-
morfních na Ω budeme zna£it H(Ω).

Lemma 3 (tvar komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃ A→ C je funkce ve tvaru
f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´ existuje f ′(z). Potom platí

f ′(z) =
∂u

∂x
(a, b) + i

∂v

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b)− i∂u

∂y
(a, b).

Speciáln¥, dané parciální derivace existují a pro f v bod¥ z platí Cauchy-Riemannovy
rovnice.

V¥ta 4 (Cauchy-Riemannovy rovnice a komplexní derivace). Nech´ f : C ⊃
A→ C je funkce ve tvaru f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), z = a+ bi ∈ A a nech´
existuje δ > 0, ºe U(z, δ) ⊂ A. Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. f ′(z) existuje,

2. u a v mají totální diferenciál v (a, b) a platí (1).

Poznámky a p°íklady. 1. Pro komplexní derivaci platí stejná pravidla pro
sou£et, sou£in, podíl a skládání jako známe z R.

2. � Polynomy a mají komplexní derivaci na celém C.
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� Racionální funkce mají komplexní derivaci na celém svém de�ni£ním
oboru (tedy mimo nulové body jmenovatele).

� Funkce de�nované mocninnou °adou mají komplexní derivaci uvnit°
kruhu konvergence.

V²echny tyto derivace lze spo£ítat podle vzore£k·, které známe z R.

3. Je-li f = u + iv ∈ H(Ω), potom jsou funkce u i v harmonické (na Ω
chápané jako podmnoºina R2), tedy platí ∆u = ∆v = 0.

Pro z ∈ C de�nujeme

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
,

sinh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
, cosh z =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!

2.2 K°ivkový integrál v C
Budeme uvaºovat k°ivky γ : I → C, kde I je interval. Tedy

γ(t) = ϕ(t) + iψ(t)

pro n¥jaké funkce ϕ,ψ : I → R. Její derivaci γ′(t) de�nujeme jako

γ′(t) = ϕ′(t) + iψ′(t).

V²echny typy k°ivek (C2, regulární, prosté,...) de�nujeme alalogicky jako v R2.
Stejné tak i délku k°ivky.

Pro funkci f : [a, b]→ C, f = u+ iv de�nujeme integrál∫ b

a

f =

∫ b

a

u+ i

∫ b

a

v.

De�nice 5 (k°ivkový integrál v C). Nech´ γ : I → C je k°ivka a f : C ⊃ A→ C
je de�novaná na 〈γ〉. Potom de�nujeme integrál z f p°es k°ivku γ jako∫

γ

f =

∫
I

(f ◦ γ)γ′,

pokud má integrál napravo smysl (jako Lebesgue·v, p°ípadn¥ ale i Newton·v).

K°ivkový integrál v C jako k°ivkový integrál 2. druhu: je-li f = u+vi, potom∫
γ

f =

∫
γ

(u,−v)·
→
ds +i

∫
γ

(v, u)·
→
ds,

je-li integrál nalevo de�nován.
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Lemma 6 (odhad k°ivkového integrálu). Platí∣∣∣∣∫
γ

f

∣∣∣∣ ≤ 4 · l(γ) · sup
z∈〈γ〉

|f(z)|.

De�nice 7 (primitivní funkce). Nech´ Ω ⊂ C je otev°ená a f, F : Ω → C jsou
funkce. Funkci F nazveme primitivní funkcí k f na Ω, pokud platí

F ′(z) = f(z), z ∈ Ω.

Lemma 8 (výpo£et k°ivkového integrálu pomocí primitivní funkce). Nech´ Ω ⊂
C je otev°ená, F je primitivní funkcí k f na Ω, f je spojitá na Ω a γ : [a, b]→ Ω
je po £ástech hladká k°ivka. Potom∫

γ

f = F (γ(b))− F (γ(a))

De�nice 9 (k°ivková souvislost). Mnoºinu A ⊂ C nazveme k°ivkov¥ souvislou,
pokud pro kaºdá a, b ∈ A existuje spojitá k°ivka γ : [α, β] → A, pro kterou platí
γ(α) = a a γ(β) = b.

Oblastí budeme nazývat otev°enou k°ivkov¥ souvislou mnoºinu.

V¥ta 10 (o existenci primitivní funkce). Nech´ Ω ⊂ C je oblast a f : Ω→ C je
funkce, potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. f má na Ω primitivní funkci

2.
∫
γ

f =

∫
κ

f , pro libovolné dv¥ k°ivky γ : (a, b) → Ω, κ : (α, β) → Ω, pro

kterép latí γ(a) = κ(α), γ(b) = κ(β).

V¥ta 11 (Cauchyho). Nech´ Ω ⊂ C je otev°ená a ∂Ω lze popsat jako prostou,
po £ástech regulární a C1 k°ivku γ. Nech´ dále Ω ⊂ A a f ∈ H(A), potom∫

γ

f = 0.

V¥ta 12 (Cauchyho vzorec). Nech´ f ∈ H(Ω), r > 0 a U(a, r) ⊂ Ω. Potom pro
kaºdé z ∈ U(a, r) platí

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z
dw

kde γr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].

V¥ta 13 (holomorfní funkce jako mocninná °ada). Je-li f ∈ H(Ω), z ∈ Ω,
r > 0 a U(z, r) ⊂ Ω, potom

f(z) =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
γr

f(w)

(w − z)n+1
dw

)
(z − a)n, z ∈ U(z, r),
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speciáln¥

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γr

f(w)

(w − z)n+1
dw,

kde γr(t) = z + reit, t ∈ [0, 2π], 0 < r < R.

De�nice 14 (Laurentova °ada). Laurentovou °adou se st°edem a ∈ C nazýváme
formální °adu

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n (2)

�adu
∞∑
n=0

cn(z−a)n pak nazýváme její regulární £ástí a °adu
−1∑

n=−∞
cn(z−a)n :=

∞∑
n=1

c−n(z − a)−n její hlavní £ástí. �íkáme, ºe Laurentova�°ada (2) konverguje

(v bod¥ z), pokud (v z) konvergují její regulární i hlavní £ást.

Je-li R ∈ [0,∞] polom¥r konvergence mocninné °ady

∞∑
n=0

cn(z − a)n a ρ ∈

[0,∞] polom¥r konvergence mocninné °ady

∞∑
n=1

c−nz
n. Poloºme R = 1

ρ . Potom

Laurentova °ada

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n konverguje na mnoºin¥

U(a, r,R) = {z ∈ C : r < |z − a| < R}.

V¥ta 15 (holomorfní funkce jako Laurentova °ada). Nech´ r,R ∈ [0,∞] a f ∈
H(U(a, r, R)), potom platí

f(z) =

∞∑
n=−∞

(
1

2πi

∫
γρ

f(w)

(w − z)n+1
dw

)
(z − a)n, z ∈ U(a, r,R),

kde γr(t) = a+ ρeit, t ∈ [0, 2π], r < ρ < R.

Vyuºití Laurentových °ad k výpo£tu Fourierových °ad: nech´ 0 < ε < 1

a f ∈ H(U(0, 1 − ε, 1 + ε)) s Laurentovou °adou

∞∑
n=−∞

cnz
n. Potom pro (2π-

periodickou ) funkci ϕ : t 7→ f(eit), t ∈ R platí

ϕ(t) =

∞∑
n=−∞

cne
−int =

∞∑
n=−∞

(∫ 2π

0

ϕ(t)
e−int√

2π
dt

)
e−int√

2π
=

∞∑
n=−∞

〈
ϕ,

eint√
2π

〉
eint√

2π
.
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2.3 Komplexní logaritmus a obecná mocnina

V¥ta 16 (o inverzní funkci k holomorfní funkci). Nech´ f ∈ H(U(z, r)) a
f ′(z) 6= 0. Potom je na okolí z funkce f prostá a f−1 je holomorfní na okolí

w = f(z). Navíc platí (známý vzore£ek) (f−1)′(w) =
1

f ′(f−1(w))
.

Pro z ∈ C \ (−∞, 0] (nebo i z ∈ C \ {0}) m·ºeme de�novat

log z = log |z|+ i arg z.

Dostaneme tak inverzní funkci k funkci ez|U , kde U = {x+iy ∈ C : y ∈ (−π, π)}
(resp. pro {x + iy ∈ C : y ∈ (−π, π]}). Této funkci se °íká hlavní hodnota
logaritmu.

Obecnou mocninu pak de�nujeme (stejn¥ jako v R) p°edpisem za = ea log(z).
Logarirmuse ale m·ºeme de�novat i jako primitivní funkci k 1

z . Pouºijeme
následující obecn¥j²í verzi Cauchyho v¥ty: Nech´ Ω ⊂ C je jednodu²e souvislá
oblast. Potom pro kaºdou zav°enou C1 k°ivku γ spl¬ující 〈γ〉 ⊂ Ω a funkci
f ∈ H(Ω) platí ∫

γ

f = 0.

Potom pro kaºdou Ω ⊆ C \ {0} jednodu²e souvislou oblast spl¬ující 1 ∈ Ω
existje funkce logΩ ∈ H(Ω)

1. elogΩ z = z, z ∈ Ω,

2. existuje δ > 0, ºe logΩ = log na (1− δ, 1 + δ) ⊂ R ⊂ C.

2.4 Klasi�kace singularit

De�nice 17 (singularity holomorfních funkcí). �íkáme, ºe funkce f má v bod¥
a

� izolovanou singularitu, pokud existuje r > 0, ºe f ∈ H(U(a, 0, r)) (a

tedy má na U(a, 0, r) Laurentovu °adu S =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n)

� odstranitelnou singularitu, pokud má v a izolovanou singularitu a S
má nulovou hlavní £ást,

� pól, pokud má v a izolovanou singularitu a hlavní £ást S má jen kone£n¥
nenulových £lan·, nejvy²²í n ∈ N spl¬ující c−n 6= 0 nazýváme jeho ná-

sobností

� podstatnou singularitu, pokud má v a izolovanou singularitu a hlavní
£ást S má nekone£n¥ nenulových £len·.

Z de�nice typ· singularit okamºit¥ vyplývá:
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� má-li f v z odstranitelnou singularitu, potom lze f holomorfn¥ roz²í°it na
okolí z,

� má-li f v z pól násobnosti k, potom existuje okolí U(z, ρ) a g ∈ H(U(z, ρ)),

g(z) 6= 0, ºe f(w) = g(w)
(w−z)k , w ∈ U(z, ρ).

V¥ta 18 (charakterizace typ· singularit). Nech´ f má v bod¥ z izolovanou
singularitu, potom je ekvivalentní

1. f má v z odstranitelnou singularitu,

2. lim
w→z

f(w) existuje (vlastní),

3. f je omezená na n¥jakém prstencovém okolí bodu z.

Dále je ekvivalentní

1. f má v z pól,

2. lim
w→z

f(w) =∞.

Nakonec je ekvivalentní

1. f má v z podstatnou singularitu,

2. pro kaºdé dostate£n¥ malé ρ > 0 platí f(U(z, 0, ρ)) = C.

Poznámky a p°íklady. � (ko°en a násobnost ko°enu) Nech´ f je holo-
morfní na okolí bodu a a n ∈ N, potom °íkáme, ºe f má f a ko°en násob-
nosti n, pokud

f (k)(a) = 0, k = 0, . . . , n− 1, f (n)(a) 6= 0.

Platí následující: f má v bod¥ a pól násobnosti k práv¥ tehdy, kdyº 1
f má

(po dode�nování hodnotou 0 v a) v bod¥ a ko°en násobnosti k.

� (Picardova v¥ta) Pro podstatné singularity platí dokonce následující sil-
n¥j²í tvrzení: má-li f v a podstatnou singularitu, potom pro kaºdé dosta-
te£n¥ malé ρ > 0 obsahuje mnoºina C \ f(U(z, 0, ρ)) nejvý²e jeden bod.

De�nice 19 (reziduum). Nech´ f má v bod¥ a izolovanou singularitu a Lau-

rentovu °adu S =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n, potom koe�cient c−1 nazýváme reziduem

f v bod¥ a (zn. Res(f, a)).

V¥ta 20 (reziduová v¥ta). Nech´ N ∈ N, Ω ⊂ C je otev°ená a ∂Ω lze popsat
jako kladn¥ orientovanou, prostou, po £ástech regulární a C1 k°ivku γ. Nech´
dále a1, . . . , aN ∈ Ω, Ω ⊂ A a f ∈ H(A \ {a1, . . . , aN}), potom∫

γ

f = 2πi

N∑
n=1

Res(f, an).
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V¥ta 21 (o výpo£tu reziduí). Platí

1. má-li f v bod¥ a odstranitelnou singularitu, potom Res(f, a) = 0,

2. má-li f v bod¥ a pól násobnosti nejvý²e n, potom Res(f, a) = lim
z→a

[
f(z)(z − a)n

(n− 1)!

](n−1)

,

3. jsou-li f a g holomorfní na okolí bodu a a g(a) = 0, g′(a) 6= 0, potom
Res( fg , a) = f(a)

g′(a) ,

4. je-li f holomorfní na okolí bodu a a g má v a pól násobnosti 1, potom
Res(fg, a) = f(a) Res(g, a).

Poznámky a p°íklady. 1. (lemma o obcházení pólu) Nech´ f má v bod¥ a
pól násobnosti 1, 0 ≤ α < β ≤ 2π a γρ : [α, β] → C, 0 < ρ < r je
de�nována jako γρ : t 7→ a+ ρeit. Potom

lim
ρ→0+

∫
γρ

f = (β − α)i.

2. (Jordanovo lemma) Nech´ R > 0 a f je spojitá vzhledem k mnoºin¥ A =
{z ∈ C : Im(z) ≥ 0, |z| ≥ R}, κ ≥ 0 a γρ : [0, π] → C, R < ρ je
de�nována jako γρ : t 7→ ρeit. Ozna£me

Mρ = max{|f(z)| : z ∈ 〈γρ〉}

Nech´ platí aplespo¬ jedna z podmínek

� κ = 0 a ρMρ → 0, ρ→∞,

� κ > 0 a Mρ → 0, ρ→∞,

potom lim
ρ→∞

∫
γρ

eiκzf(z) dz = 0.

Analogické tvrzení platí i pro dolní polorovinu.

3.
∫ ∞
−∞

1

1 + x6
dx =

2

3
π,

4.
∫ ∞
−∞

1

1 + x3
dx =

π√
3

(pozor, integrál existuje jen ve smyslu hlavní hod-

noty).

De�nice 22 (singularity a reziduum v nekone£nu). �íkáme, ºe komplexní funkce
f má v nekone£nu

� izolovanou singularitu, pokud f ∈ H(U(0, r,∞)) pro n¥jaké r > 0

� odstranitelnou singularitu, pokud má f( 1
z ) odstranitelnou singularitu

v 0,
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� pól násobnosti n, pokud má f( 1
z ) pól násobnosti n v 0,

� podstatnou singularitu, pokud má f( 1
z ) podstatnou singularitu v 0.

Má-li f v nekone£nu izolovanou singularitu, potom de�nujeme reziduum f
v nekone£nu jako

Res(f,∞) = − 1

2πi

∫
γρ

f(z) dz,

kde γρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π] a ρ > 0 dostate£n¥ velké (podle Cauchyovy v¥ty
víme, ºe hodnota nebude záviset na ρ).

Poznámky a p°íklady. 1. Je-li
∑∞
−∞ cnz

n Laurentova °ada f na U(0, r,∞),
potom Res(f,∞) = −c−1.

2. Platí Res(f,∞) = −Res

(
f

(
1

z

)
1

z2
, 0

)
.

3. Je-li f ∈ H(C \ {a1, . . . , an}) potom Res(f,∞) +
n∑
k=1

Res(f, ak) = 0

4. N¥které integrály spo£ítáme snadn¥ji s pouºitím rezidua v∞ -
∫
γ

z6

1 + z7
dz =

2πi, kde γ(t) = 3eit, t ∈ [0, 2π].

2.5 Teoretické d·sledky Cauchyova vzorce a Caychyovy

v¥ty

V¥ta 23 (Liuvillova v¥ta (zobecn¥ná)). Nech´ f ∈ H(C), N ∈ N a existuje
C > 0, ºe max|z|=R |f(z)| ≤ CRN , R > 0, potom f je polynom stupn¥ nejvý²e
N . Speciáln¥, je-li |f | omezená na C, potom je f konstantní na C.

V¥ta 24 (základní v¥ta algebry). Nech´ P je polynom stupn¥ alespo¬ 1, potom
P má ko°en v C.

V¥ta 25 (o jednozna£nosti pro holomorfní funkce). Nech´ Ω ⊂ C je oblast,
f, g ∈ H(Ω) a N = {z ∈ Ω : f(z) = 0}, M = {z ∈ Ω : f(z) = g(z)}. Potom

1. má-li N v Ω hromadný bod, potom f = 0 na Ω,

2. má-li M v Ω hromadný bod, potom f = g na Ω.

Reformulací Cauchyova vzorce pro kruh dostaneme tzv. v¥tu o pr·m¥ru: je-li
f ∈ H(Ω), z = a+ bi ∈ Ω a U(z, r) ⊂ Ω, potom

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f̃ ds,

kde f̃(x, y) = f(x+iy) a γ(t) = (a+r cos t, b+r sin t) (integrál napravo chápeme
po sloºkách jako k°ivkový integrál 1. druhu), otdud jiº snadno dostaneme:
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V¥ta 26 (princip maxima modulu). Nech´ f ∈ H(Ω) a |f | nabývá globálního
maxima vzhledem k Ω. Potom f je konstantní na Ω.

V¥ta 27 (Morerova (pro obdélníky)). Nech´ Ω ⊆ C je otev°ená a f je komplexní
funkce spojitá na Ω. Nech´ navíc platí∫

γ

f = 0,

kdykoliv je γ uzav°ená prostá a po £ástech C1 a 〈γ〉 ⊂ Ω je obdélník. Potom
f ∈ H(Ω).

Poznámky a p°íklady. 1. Morerova v¥ta platí i pro jiné systémy k°ivek
neº obdélníky (trojúhelníky, uzav°ené po £ástech C1 k°ivky).

2. Jedním z d·sledk· Morerovy v¥ty je následující v¥ta o nalepování: nech´
Ω ⊆ C je otev°ená, f je spojitá na Ω a p je p°ímka. Pokud f ∈ H(Ω \ p),
potom f ∈ H(Ω).

3 Fourierova transformace

De�nice 28 (Fourierova transformace). Fourierovou transformací funkce f :
Rd → C budeme nazývat funkci F(f) : Rd → C de�novanou p°edpisem

F(f)(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−i2πx·ξ dx, ξ ∈ Rd,

inverzní Fourierovou transformací funkce f : Rd → C pak budeme nazývat funkci
F−1(f) : Rd → C de�novanou p°edpisem

F−1(f)(ξ) =

∫
Rd
f(x)ei2πξ·x dx,

(v obou p°ípadech za p°edpokladu, ºe itegrály vpravo mají na Rd smysl)

Poznámky a p°íklady. 1. Pouºívají se i jiné (velmi podobné) de�nice Fou-
rierovy tansformace, nap°íklad

1

(2π)d

∫
Rd
f(x)e−iω·ξ dx,

1

(2π)
d
2

∫
Rd
f(x)e−iω·ξ dx,

ale i dal²í.

2. Pouºívá se rovn¥º zkrácené zna£ení F(f) = f̂ a F−1(f) =
ˆ̂
f

3. Pro f ∈ L1 platí:

� |f̂(ξ)| ≤ ||f ||1, ξ ∈ Rd,

� f̂ ∈ C0(Rd), tj. f̂ je spojitá (dokonce stejnom¥rn¥) a lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0,
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� je-li g(x) = f(x+ y), potom ĝ(ξ) = ei2πy·ξ f̂(ξ),

� je-li g(x) = f(αx), α 6= 0, potom ĝ(ξ) = 1
|α|d f

(
ξ
α

)
.

De�nice 29 (konvoluce). Konvolucí funkcí f, g : Rd → R(C) nazíváme funkci
f ? g : Rd → R(C) de�nvanou jako

f ? g(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dy, x ∈ Rd

(má-li integrál napravo na Rd smysl).

Poznámky a p°íklady. 1. Jsou-li f, g ∈ L1, potom f ?g ∈ L1 (platí i odhad
||f ?g||1 ≤ ||f ||1||g||1). Má tedy smysl psát f̂ , ĝ i f̂ ? g, pro které navíc platí
f̂ ? g = f̂ ĝ.

2. Pro f(x) = e−π|x|
2

platí F(f) = f = F−1(f).

De�nice 30 (prostory S(Rd) a D(Rd)). Pro d ∈ N de�nujeme Schvartz·v
prostor S(Rd) jeko prostor v²ech funkcí f ∈ C∞(Rd) pro které platí

||f ||α,β = sup
x∈Rd

||xαDβf(x)|| <∞,

pro kaºdou dvojici multiindex· α a β.
�íkáme, ºe posloupnost {fn} ⊂ S(Rd) konverguje k funkci f ∈ S(Rd) ve

Scharzov¥ prostoru (fn
S→ f), pokud platí

||fn − f ||α,β → 0, n→∞,

pro kaºdou dvojici multiindex· α a β. Dále de�nujeme prostor D(Rd) jeko pro-
stor v²ech funkcí f ∈ C∞(Rd) pro které platí

supp f = {x : f(x) 6= 0}

je kompaktní podmnoºina Rd.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí D(Rd) ( S(Rd) ( L1(Rd), e−|x|2 ∈ S(Rd)\
D(Rd)

2. Pro f, g ∈ S(Rd), P polynom, a, b ∈ R(nebo C) a α multiindex platí

af + bg, Pf, fg,Dαf, f ? g ∈ S(Rd).

3. Pro f ∈ S(Rd) a α multiindex platí D̂αf(ξ) = (i2πξ)αf̂(ξ).

4. Pro f ∈ S(Rd) platí f̂ ∈ C∞(Rd), je-li α multiindex, potom Dαf̂(ξ) =
F((−i2πx)αf(x))(ξ)

V¥ta 31 (Fourierova transformace na S(Rd)). Nech´ f ∈ S(Rd), potom
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1. F(f),F−1(f) ∈ S(Rd),

2. F−1(F(f)) = f .

Na S(Rd) i L(Rd) platí∫
fF(g) =

∫
F(f)g,

∫
fF−1(g) =

∫
F−1(f)g

to dává moºnost de�novat vzore£ek F−1(F(f)) = f pro funkce f ∈ L1 pro které
platí F(f) ∈ L1.

Zde vyuºijeme následující fakt: pokud pro f ∈ L1
loc platí

∫
fϕ = 0, pro

v²echny ϕ ∈ S(Rd) , potom f = 0.

3.1 Fourierova transformace na L2(Rd)

Je zaloºena na následujích faktech:

1. pro f ∈ S(Rd) platí ||f ||2 = ||F(f)||2 = ||F−1(f)||,

2. prostor S(Rd) je hustý v L2(Rd),

Volme f ∈ L2(Rd). Je-li {fn} ⊂ S(Rd) a ||fn − f ||2 → 0. Potom je posloup-
nost {F(fn)} cauchyovská v L2(Rd). Protoºe je L2(Rd) úplný, má {F(fn)}
limitu, kterou ozna£íme F(f). Obdobné pro F−1.

Poznámky a p°íklady. 1. pro f ∈ L2 platí

F(f)(ξ) = lim
R→∞

∫
U(0,R)

f(x)e−i2πx·ξ

a

F−1(f)(x) = lim
R→∞

∫
U(0,R)

f(ξ)ei2πx·ξ

2. takto nap°íklad spo£ítáme F( x
1+x2 )(ξ) = −iπ sgn(ξ)e−2π|ξ|

Nakonec jsme si ukázali, jak za pomocí Fourierovy transformace °e²it PDR
(na p°íkladu rovnice ∂f

∂t −∆f = 0).

4 Teorie distribucí

De�nice 32 (prostory D(Ω) a D′(Ω)). Pro Ω ⊂ Rd otev°enou de�nujeme D(Ω)
(prostor testovacích funkcí na Ω) jako prostor v²ech (reálných £i komplexních)
funkcí f ∈ C∞(Ω) s kompaktním nosi£em (tj. supp f = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} je
kompaktní podmnoºina Ω).

�íkáme, ºe posloupnost {ϕn} ⊂ D(Ω) konverguje k ϕ ∈ D(Ω) v prostoru

D(Ω) (zna£íme ϕn
D(Ω)→ ϕ) pokud existuje K ⊂ Ω, ºe
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1. suppϕn ⊂ K pro v²echna n ∈ N a suppϕ ⊂ K,

2. Dαϕn ⇒ Dαϕ pro kaºdý multiindex α.

Prostor D′(Ω) de�nujeme jako prostor v²ech lineárních zobrazení (funkci-
onál·) T : D(Ω) → R(C), která jsou spojitá v následujícím smyslu: pokud

ϕn
D(Ω)→ ϕ, potom T (ϕn) → T (ϕ), n → ∞. Funkciánály pat°ící do D′(Ω) nazý-

váme distribuce na Ω.

Poznámky a p°íklady. 1. Podmínka T (ϕn)→ T (ϕ) kdykoliv ϕn
D(Ω)→ ϕ je

(díky linarit¥) ekvivalentní podmínce T (ϕn)→ 0 kdykoliv ϕn
D(Ω)→ 0.

2. Místo T (ϕ) budeme £asto psát 〈T, ϕ〉.

3. Pro f ∈ L1
loc(Ω) (tedy f ∈ L1(K) pro kaºdý kompakt K ⊂ Ω) de�nujeme

distribuci Tf (ϕ) =
∫
fϕ.

Obecn¥ji pro kaºdou Radonovu míru µ m·ºeme de�novat distribuci Tµ(ϕ) =∫
ϕdµ.

Je²t¥ obecn¥ji pro α multiindex je ϕ 7→
∫
Dαϕdµ distribuce.

4. Základním p°íkladem distribuce reprezentující míru je Diracova distribuce
v bod¥ b ∈ Rd de�novaná jako Tδb(ϕ) =

∫
f dδb = ϕ(b).

5. Pro funkci f mající integrál ve smyslu hlavní hodnoty m·ºeme de�novat
jí odpovídající distribuci Tp.v.f (ϕ) = p.v.

∫
fϕ. Nap°íklad

Tp.v. 1
x

(ϕ) = p.v.

∫ ∞
−∞

ϕ(x)

x
= lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

ϕ(x)

x
+

∫ ∞
ε

ϕ(x)

x

)
=

∫ ∞
0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
.

4.1 Základní operace na distribucích

De�nice 33 (posunutí, ²kálování, derivace a násobení funkcí v D′(Ω)). Pro
T ∈ D′(Ω) de�nujeme

1. posunutí T o a ∈ Rd jako 〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉, kde τaϕ(x) = ϕ(x + a)
(pouze pro Ω = Rd),

2. ²kálování T koe�cientem λ > 0 jako 〈sλT, ϕ〉 = 〈T, 1
λd
s 1
λ
ϕ〉, kde sλϕ(x) =

ϕ(λx) (pouze pro Ω = Rd)

3. derivaci T vzhledem k multiindexu α jako 〈DαT, ϕ〉 = 〈T, (−1)|α|Dαϕ〉,

4. násobení T funkcí h ∈ C∞(Ω) jako 〈hT, ϕ〉 = 〈T, hϕ〉.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí xδ = 0 a xTv.p. 1
x

= 1.

2. Nech´ h = χ[0,∞). Potom (Th)′ = δ a obecn¥ji

〈(Th)(k+1), ϕ〉 = 〈(δ)(k), ϕ〉 = (−1)kϕ(k)(0).
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De�nice 34 (konvergence v D′(Ω)). �íkáme, ºe posloupnost {Tn} ⊂ D′(Ω)
konverguje v prostoru D′(Ω) (nebo také konverguje slab¥) k distribuci T ∈ D′(Ω),
pokud pro kaºdé ϕ ∈ D(Ω) platí Tn(ϕ)→ T (ϕ), n→∞.

Poznámky a p°íklady. 1. Je-li f ∈ C1(R\{a}), f ′ ∈ L1
loc a existují f(a±)

vlastní. Potom (Tf )′ = (f(a+)− f(a−))δa + Tf ′ .

2. Pro f(x) = log |x| platí

(Tf )′ = Tv.p. 1
x
, 〈(Tf )′′, ϕ〉 = −p.v.

∫ ∞
−∞

ϕ(x)− ϕ(0)

x2
.

3. Pro fn = nχ[0, 1
n ] platí Tfn → δ.

4. Pro T 1
x±i0

:= lim
ε→0±

T 1
x±iε

platí

T 1
x±i0

= Tv.p. 1
x
∓ iπδ.

4.2 Temperované distribuce, Fourierova transformace, kon-

voluce

De�nice 35 (prostor S ′(Rd) a Fourieova transformace na n¥m). Prostor S ′(Rd)
de�nujeme jako prostor v²ech lineárních zobrazení (funkcionál·) T : S(Rd) →

R(C), která jsou spojitá v následujícím smyslu: pokud ϕn
S(Rd)→ ϕ, potom T (ϕn)→

T (ϕ), n→∞. Funkcionály pat°ící do S ′(Rd) nazýváme temperované distribuce
na Rd.

Je-li T ∈ S ′(Rd) potom de�nujeme Fourierovu transformaci T (zn. F(T ))
jako 〈F(T ), ϕ〉 = 〈T,F(ϕ)〉 a inverzní Fourierovu transformaci T (zn. F−1(T ))
jako 〈F−1(T ), ϕ〉 = 〈T,F−1(ϕ)〉.
Poznámky a p°íklady. 1. Platí L1(Rd) ( S ′(Rd) ( D′(Rd). Nap°íklad pro

f(x) = ex
2

platí Tf ∈ D′(Rd) \ S ′(Rd).

2. Na S ′(Rd) m·ºeme de�novat operace posunutí, ²kálování, derivace a ná-
sobení funkcí stejn¥ jako na D′(Rd), jedin¥ u posledního se musíme omezit
pouze na funkce mající nejvý²e polynomiální r·st v nekone£nu.

3. Pro T ∈ S ′(Rd) op¥t platí F−1(F(T )) = F(F−1(T )) = T .

4. Pro fa(x) = ei2πax platí F(Tfa) = δa.

5. F(cos(2πax)) = 1
2 (δa + δ−a), a ∈ R.

6. F(eiλ|x|
2

) =

(
iπ

λ

) d
2

e−
iπ2

λ |ξ|
2

, λ 6= 0.

De�nice 36 (konvoluce prvk· S(Rd) a S ′(Rd)). Konvoluci ϕ ∈ S(Rd) a T ∈
S ′(Rd) de�nujeme jako 〈ϕ ∗ T, φ〉 = 〈T,Rϕ(x) ∗ φ〉, kde Rϕ(x) = ϕ(−x).

Poznámky a p°íklady. 1. ϕ ∗ δ = Tϕ,

2. F(ϕ ∗ T ) = F(ϕ)F(T ), F−1(ϕ ∗ T ) = F−1(ϕ)F−1(T ).
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